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1. Einleitung

Das Problem der schwingenden Saite stellt in der Physik ein zentrales Motiv dar, welches
aber auch von Seiten der Mathematik hiufig betrachtet wird und im Alltag ein weites
Anwendungsspektrum vorzuweisen hat.

Allein das physikalische Gebiet der Schwingungen und Wellen, auf dem die Erkldrung der
schwingenden Saite beruht, erweist sich als sehr vielseitig. So kennt jedermann zahlreiche
Naturph@nomene, die mittels Wellen beschrieben werden konnen: Es gibt Wasser-, Schall-,
Licht- und Radiowellen, de Broglie-Wellen, seismische Wellen und viele andere. Jedes dieser
Teilgebiete weist wieder eine grole Komplexitit auf und ist gegeniiber den anderen
Teilgebieten durch eine eigene Fachsprache usw. gekennzeichnet. Es erweist sich jedoch als
relativ einfach, scheinbar nicht zusammenhéngende physikalische Erscheinungen durch
gemeinsame Begriffe auf der Grundlage der Wellenlehre zu beschreiben, sodass man zum
Beispiel ein mathematisches Pendel mit einem LC-Kreis vergleichen kann.

Anhand der schwingenden Saite kann man grundlegende Eigenschaften von Wellen erlernen
und gleichzeitig Einblick in weiterfithrende physikalische und mathematische Methoden
bekommen, sodass dieses Motiv zu einem Verbindungsglied zwischen elementarer und
weiterfithrender Physik wird. Folglich wird im Studium der Physik das Themengebiet meist
im ersten oder zweiten Semester vermittelt.

Gleichzeitig aber erweist sich die schwingende Saite auch jenseits der Mechanik als ein recht
leistungsfihiges Modell zur Beschreibung verschiedener Phinomene. Verwiesen sei hierbei
auf die String-Theorie, nach welcher ,,jedes Elementarteilchen aus einer winzigen,

“! pesteht.

vibrierenden Saite
In der Mathematik gilt das Problem der schwingenden Saite als ,,eines der gro3en und
fruchtbaren Probleme der Mathematik [...], das der Entwicklung der Analysis méchtige
Impulse gegeben hat*%.

Als Anwendung hat die schwingende Saite vor allem in der Musik eine grole Bedeutung, da
die Tonerzeugung bei Saiteninstrumenten auf ihr beruht, was beispielsweise fiir die
Instrumente Geige, Gitarre, Cello und Klavier gilt.

Die vielseitige Bedeutung in Wissenschaft und Alltag und die Tatsache, dass die Thematik
der schwingenden Saite einige wesentliche Inhalte des Studiums der Physik vermittelt,

brachten mich zu dem Entschluss, meine Facharbeit iiber dieses Thema zu verfassen.

' Edward Witten (Institute of Advanced Study in Princeton); zitiert nach: Groteliischen, Frank: Swing und
String; in: Kolner Stadt-Anzeiger (6./7. Januar 2007), Modernezeiten S. 7 [siehe Anhang]
2 Heuser, Harro; Lehrbuch der Analysis [2]; Teubner; S. 118
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Ausgangspunkt der Facharbeit ist das Themengebiet der mechanischen Schwingungen und
Wellen (Kapitel 2), wodurch die Basis fiir die Erkldrung der schwingenden Saite geliefert
wird. Die ndhere mathematische Betrachtung leitet zum Hauptteil der Facharbeit, der
physikalisch-mathematischen Betrachtung des Themas, iiber. Hierbei wird zuerst anhand der
schwingenden Saite die Wellengleichung hergeleitet. In den zwei folgenden Abschnitten
(Kapitel 3.2 und 3.3) werden zuerst die Eigenschwingungen, darauthin die allgemeine
Bewegung mit Hilfe mathematischer Werkzeuge (vor allem der Fouriertransformation) einer
Saite betrachtet.

Der anschlieBende experimentelle Teil der Facharbeit tiberpriift, inwieweit einfache Versuche
mit einer schwingenden Saite eine theoretisch aufgestellte Dispersionsrelation eines einfachen

Modells liefert.

Ich hoffe, dass die Leser meine Facharbeit mit Interesse lesen und ich ihnen einiges an

Wissen vermitteln kann.

Abb.1 Stehende Wellen auf einem Gummiseil



2. Schwingungen und Wellen

2.1 Schwingungen

Vorginge, bei denen sich ein physikalischer Zustand zeitlich periodisch verdndert, werden
Schwingungen genannt. Fiihrt ein Korper also eine periodische Hin- und Herbewegung aus,
so handelt es sich um eine mechanische Schwingung.

Diese Vorginge treten auf, wenn ein stabiler Gleichgewichtszustand gestort wird und Krifte

wirksam werden, die in Richtung auf die Gleichgewichtslage wirken.

Begriffe
Im Folgenden werden einige wichtige Begriffe und Groflen zur Beschreibung und
mathematischen Erfassung der Schwingung eingefiihrt.

- Schwingungsfihige Systeme, auch Oszillatoren genannt, fithren periodische Bewegungen

aus, d. h. die Bewegungszustinde wiederholen sich in gleichen Zeitabstinden gleich oder
dhnlich.

- Eine vollstiandige Schwingung entspricht einer Hin- und
Herbewegung eines Korpers beziiglich eines Bahnpunktes, den er im

gleichen Sinne durchlduft. Dabei verlduft die Bewegung des

Oszillators zwischen zwei Umkehrpunkten durch die Ruhelage

(siehe Skizze).

Abb. 2 Fadenpendel

- Die Schwingungsdauer oder Periodendauer T ist die zeitliche Dauer einer vollstandigen

Schwingung. Benotigt ein Oszillator fiir n Schwingungen die Zeit t, so betridgt seine

Periodendauer T = i; fiir die Einheit gilt: [T] = 1 sec. (siche Abb. 4)
n

- Die Schwingungszahl oder Frequenz f ist gleich dem Quotienten aus der Anzahl n der

Schwingungen in der Zeit t pro Zeit t und somit gleich dem Kehrwert von T: f = % = % .

Die Einheit der Frequenz ist 1 Hertz: [f] = L= 1 Hz.
sec

- Die momentane Auslenkung oder Elongation y(t) gibt den Ort an, um den sich der
schwingende Korper aus der Gleichgewichtslage entfernt hat in Abhéngigkeit von der Zeit.
In der Ruhelage ist die Elongation gleich Null, die Auslenkungen nach der einen Seite
unterscheiden sich von den Auslenkungen zur anderen Seite im Vorzeichen.

- Die Schwingungsweite oder Amplitude ¥ gibt den Betrag der grof3ten Elongation an.




- Die riicktreibende Kraft oder Riickstellkraft F ist die auf den schwingenden Korper

wirkende, immer zur Gleichgewichtslage gerichtete Kraft. Sie wirkt somit beim Anwachsen
des Betrags der Elongation der Bewegung entgegen, bei der Abnahme unterstiitzt sie die
Bewegung, wodurch die Geschwindigkeit des Oszillators verringert bzw. vergrofert wird.
Bei dem in Abb.2 dargestellten Federpendel ist die zur Bahn des Oszillators tangentiale
Komponente der Schwerkraft die Riickstellkraft. Es gilt: [F] =1 N.
Das oszillatorische Verhalten riihrt stets vom Wechselspiel der Riickstellkraft und der
Triagheit des schwingenden Korpers her, da die Tréagheit des Korpers jeder
Geschwindigkeitsinderung entgegenwirkt. So bewirkt sie beispielsweise, dass der Korper

iber die Ruhelage, in deren Richtung die Riickstellkraft wirkt, ,,hinausschief3t*.

Die harmonische Schwingung

Die wichtigste Schwingung ist die harmonische Schwingung, aus welcher sich alle anderen
Schwingungsformen zusammensetzen lassen. Kennzeichnend fiir diesen Schwingungstyp ist,
dass die Riickstellkraft der Elongation proportional ist und stets zur Gleichgewichtslage
gerichtet ist, es gilt also ein lineares Kraftgesetz. Wichtige Eigenschaften sind zudem, dass die
Frequenz der Bewegung unabhingig von der Schwingungsamplitude ist und dass die
Wirkungen mehrerer Erregungskrifte sich linear tiberlagern (siehe auch 3.3.1).

Beispiele fiir harmonische Schwingungen sind ungeddmpfte Feder-, Fadenpendel, Blattfedern,
etc.

Die harmonische Schwingung weist eine Verwandtschaft mit der Kreisbewegung auf, da auch
sie anhand einer Sinus- (bzw. einer Kosinusfunktion) beschrieben werden kann. Dieser
Zusammenhang kann dargestellt werden, indem dem auf der Kreislinie befindlichen Punkt ein
Korper entspricht, der eine gleichformige Kreisbewegung ausfiihrt. Der Wert der Projektion
des Ortsvektors des Punktes auf die Ordinate nimmt entsprechend einer harmonischen
Schwingung zu und ab, er entspricht folglich der Elongation des Oszillators. Die Umlaufzeit
T der Kreisbewegung entspricht somit der Periodendauer T und der Radius des Kreises der
Amplitude der Schwingung. Beide Bewegungen konnen folglich durch die gleiche

Sinusfunktion beschrieben werden.



Abb.3 gibt den vorgestellten Fall wider:

y(t) = § sin(@'t +¢,(0 sec) )

]
.

o=0t

]
N

Abb.3

Jede harmonische Schwingung ldsst sich durch einen Radiusvektor bzw. Zeiger der Linge ¥
beschreiben, der mit der Winkelgeschwindigkeit @ umléduft. Diese Darstellung der

Schwingung heit Zeigerdarstellung.

Dabei wird der Winkel ¢, den der Radius ¥ zu einem bestimmten Zeitpunkt t mit der positiven

Abszisse einschliet, als Phasenwinkel oder Phase der Schwingung bezeichnet. Diese Grofle

kennzeichnet also den augenblicklichen Schwingungszustand.
Der Phasenwinkel ¢ wichst mit der Zeit t, sodass die gleichférmige Kreisbewegung folgende

Winkelgeschwindigkeit hat: 0= % = 2z =2-n-f.

Fiir die Schwingung wird o als Kreisfrequenz bezeichnet.

Es ergibt sich folgende Funktion der Schwingung:  y(@) =¥ " sin(o).

Setzt man ¢ = ® 't, so lautet die Zeit-Elongations-Funktion:  y(t) =¥ sin(® "t + ¢,),

wobei die Phasenkonstante ¢, die Anfangsauslenkung angibt.
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Abb.4  Zeit-Orts-Diagramm zweier Abb.5 Darstellung der Zeit-Elongations-, Zeit-
harmonischer Schwingungen mit Geschwindigkeits- und Zeit-Beschleunigungs-
der Phasendifferenz ¢, Funktion einer harmonischen Schwingung

Die Zeit-Geschwindigkeits-Funktion erhilt man, indem man y(t) nach der Zeit ableitet:
yO)=v(t) = §-cos(®-t+¢@,).
Fiir die Zeit-Beschleunigungs-Funktion gilt dementsprechend:
y(H=a(t)=-0 - -sin(® t+¢,).
Elongation, Geschwindigkeit und Beschleunigung sind Vektoren und damit gerichtete

GroBen. Das Minuszeichen im obigen Term ist ein Anderungszeichen. Es beriicksichtigt, dass

die Beschleunigung negativ ist, wenn der Ort positiv ist und vice versa.

Anhand der obigen Beziehungen kann man einen Ausdruck fiir die wirkende Gesamtkraft
entwickeln:
Nach dem zweiten Newtonschen Gesetz gilt: Der Betrag der Kraft F, die einem Korper der

Masse m die Beschleunigung a = V(t) erteilt, ist gleich dem Produkt aus der Masse m und der
Beschleunigung a: F =m  a.
Auf die harmonische Schwingung angewandt ergibt sich folgender Zusammenhang:
F=-m - - §-sin(w-t+@,).
Mit y(t) = ¥ " sin(® "t + ¢,) folgt:
F=-m-o - y(t)=-D-y(t) mitD = mo”

Der Proportionalititsfaktor wird als Richtgrofle oder Direktionsgrofle D bezeichnet. Bei einem

Federpendel, fiir das das Hookesche Gesetz gilt (siche hierzu den Literaturverweis in Kapitel
4), stimmt sie mit der Federkonstante iiberein.
Die hergeleitete Gleichung sagt aus, dass die Riickstellkraft F der Elongation

entgegengerichtet, also immer zur Gleichgewichtslage zeigt, und ihr Betrag proportional zum



Betrag der Elongation ist. Aus diesem Grund wird dieser Ausdruck als lineares Kraftgesetz

bezeichnet.

Weiter lasst sich nun ein Ausdruck fiir die Periodendauer T bestimmen:

Es gilt D=m®” (+) und ®= Tn

(++). Setzt man (x+) in (+) ein, so ergibt sich: T=2-7m-,[—.

oI5

Wie man erkennen kann, ist die Periodendauer unabhingig von der Amplitude der

Schwingung.

Die gedédmpfte harmonische Schwingung

Eine freie Schwingung ist geddmpft, wenn sie durch Reibungsverluste Energie an die
Umgebung abgibt. Das System, in dem sich der Oszillator befindet, ist also nicht isoliert.
Dadurch wird die Amplitude stindig kleiner und die Schwingung kommt irgendwann zur

Ruhe. Dies kommt in jeder realen physikalischen

Situation vor. B
Die zeitliche Abnahme der Amplitude der B
geddampften Schwingung kann durch folgende 4 I
Gleichung beschrieben werden: § =9 -e™". 2

Fiir die Elongation ergibt sich demnach: v a\ﬁ ?\/‘9 9\,1';]

y=9,-e " sin(w-t+@,). Dabei ist k die =T

Dampfungskonstante. ; E

Ist die Ddmpfung nicht zu groB3, stimmt die P I

Periodendauer der geddmpften Schwingung mit

jener der ungedampften iiberein. Abb.6 y(t)=7-¢** sin(n-1)

JO)=7-e""
Erzwungene Schwingungen
Bei jeder Schwingung tritt eine mehr oder weniger starke Ddmpfung auf. Wenn die
Amplitude der Schwingung konstant gehalten werden soll, muss dem System genauso viel
Energie zugefiihrt werden, wie durch dissipative Effekte abgegeben wird. Eine solche

angetriebene Schwingung wird erzwungene Schwingung genannt.




Wird ein Oszillator einmal angeregt und dann sich selbst {iberlassen,

I E9e"  fiihrt er freie Schwingungen mit der Eigenfrequenz f, aus. Durch einen
schwingenden Erreger bewegt sich das System mit der Frequenz
desselben, es reagiert auf unterschiedliche Antriebsfrequenzen mit
Anderungen in der Amplitude und der Phase zwischen der Auslenkung
des Erregers und des Resonators. Dabei konnen zwei Extremfille
unterschieden werden: Bei sehr hoher Frequenz des Erregers ,,kommt

I Resonaor  der Oszillator nicht mehr mit“, d. h. er zittert nur noch, die Amplitude

Abb. 7 ist klein. Die Phasenverschiebung von Erreger und Resonator betragt

also eine halbe Periode. Entspricht die Erregerfrequenz der Eigenfrequenz f,, dann betrégt die

Phasendifferenz nur noch eine viertel Periode, die Amplitude wird immer groer. Ohne

Dampfung des Systems kommt es zur Resonanzkatastrophe, bei der die mechanische

Zerstorung des Systems erfolgt.
Musikinstrumente wie das Klavier und die Gitarre haben Resonanzkorper, die ein breites
Spektrum an Schwingungen umfassen, damit bei allen angeschlagenen Tonen Resonanz

auftritt und nicht nur bei einzelnen Frequenzen.
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